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Resumo

O objetivo deste trabalho foi ensinar a nove discentes do curso de Engenharia, através de
um minicurso, a distribuicdo binomial e trinomial utilizando como motivagdo a
probabilidade média do nimero de vitorias, empates e derrotas do time mandante no
campeonato brasileiro de futebol da primeira divisdo. Para a realizagdo do objetivo, foram
utilizados dados estatisticos elaborados a partir do historico dos torneios ocorridos entre
0s anos de 2006 e 2019, um questionario de sondagem de conhecimentos prévios e um
teste de verificacdo apds a acdo pedagdgica. O resultado com o pos-teste mostra que a
maior parte dos estudantes que o realizaram conseguiram resolver corretamente mais da
metade dos problemas propostos.

Palavras-chave: distribui¢cdo multinomial; esporte; probabilidade

Abstract

The objective of this work was to teach nine students of the Engineering course, through
a mini-course, the binomial and trinomial distribution using as motivation the average
probability of the number of victories, draws and defeats of the home team in the Brazilian
soccer championship of the first division. To achieve the objective, statistical data drawn
from the history of tournaments that took place between 2006 and 2019, a survey
questionnaire for prior knowledge and a verification test after the pedagogical action were
used. The result with the post-test shows that most of the students who took it were able
to correctly solve more than half of the proposed problems.

Keywords: multinomial distribution; sport; probability
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Introducéo

Chama-se experimento deterministico aquele cujo resultado pode ser previsto
antes de acontecer e de experimento aleatorio os que ndo se pode prever antes de se
realizar (IEZZI et al, 1990). Por ndo se saber o resultado do segundo tipo de experimento,
SO resta descobrir a chance de ocorrer cada um dos resultados possiveis.

No ensino de probabilidades, € muito comum se destacar a importancia de sua
compreenséo a partir de jogos, cita-se a seguir alguns trabalhos neste sentido. Hurtado e
Costa (1999), por exemplo, sugerem a utilizacdo de materiais como moedas, baralhos,
urnas além de jogos de loteria e do bicho por fazerem uma correspondéncia direta do
ensino com a realidade. Ricardo (2016), por sua vez, realiza uma proposta didatica com
uma adaptacédo do jogo do bingo. Finalmente, Nunes (2015) sugere uma metodologia de
ensino baseada em jogos lotéricos com atividades pedagdgicas diferenciadas no sentido
de motivar e facilitar o aprendizado de alunos do ensino Médio.

Quando se trata mais especificamente do ensino de distribuicdo binomial, ha um
trabalho, por exemplo, que desenvolve uma sequéncia didatica que favoreca seu
aprendizado do tema com alunos que cursam Administracdo de Empresas (SOUZA,
2002); existe outro que aborda um experimento de ensino para sete alunos de Engenharia
visando explorar relacbes entre registros de representacdo semidtica com o auxilio do
software R (NETO; KARRER; KATAOKA; 2012) e por fim, um que aborda o ensino de
distribuicdo binomial para doze alunos de Ensino médio a partir de dados de
probabilidade real de ocorréncia de chuva mensal (VIDAL et al, 2020).

O que se observa como lacuna séo trabalhos focados no ensino de distribuicdo
trinomial, binomial ou de ambas direcionadas ao futebol. Dessa forma, aqui esta a
importancia do tema proposto no presente trabalho.

Este artigo tem como objetivos: a) motivar os discentes ao aprendizado de
distribuicdo binomial e trinomial com uma série histérica obtida de resultados do
campeonato brasileiro da primeira divisdo; b) observar o conhecimento prévio que 0s
alunos trazem consigo sobre analise combinatdria e probabilidade; ) ensinar os conceitos
que envolvem distribuicdo binomial e trinomial através de uma aula; d) avaliar se o
ensinamento foi efetivo.

Fundamentacao Estatistica

Aqui far-se-4 uma abordagem de conceitos matematicos que dao suporte para o
entendimento da distribuicdo binomial e sua expansdo para o caso trinomial (fatorial,
combinacéo, probabilidade, distribuicdo binomial, distribuicdo trinomial e probabilidade
de vitdria, empate e derrota no campeonato brasileiro do time anfitrido).

a) Fatorial

Define-se o conceito de fatorial de um ndmero n inteiro positivo a fim de
simplificar a maneira de calcular o nimero de arranjos, permutacfes e combinagdes em
analise combinatoria (HAZZAN, 1991). Assim, tem-se a equagédo 1:
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n=nn—-1)(n-2)(n—3):-3-2-1 (1)

I&-se: n fatorial é igual a n vezes n menos um vezes n menos dois vezes n menos trés e
assim por diante vezes trés vezes dois vezes um.

b) Combinacao

Se um conjunto tem n elementos, 0s subconjuntos desse conjunto com p (p menor
ou igual a n) elementos constituem grupos denominados de combinagdes de n elementos
pap (IEZZI et al, 1990). Matematicamente, tem-se a equacéo 2:

n!

“pa-p P

Cn,p

A combinacgdo de n elementos tomados p a p ainda pode se apresentar como 0
binomial de n sobre p como se representa na equacéo 3:

Cop = (p) )

c)Probabilidade

A sistematizagéo da teoria das probabilidades foi patrocinada por apostadores do
século XIX. Posteriormente, cientistas concluiriam que alguns eventos cientificos
também envolviam probabilidades (NAVIDI, 2012).

Em qualquer circunstancia que ocorrem varios resultados, a teoria das
probabilidades apresenta maneiras de se quantificar as chances de ocorrer um
determinado resultado (DEVORE, 2013).

Antes de definir matematicamente o conceito de probabilidade, devem-se definir
0s conceitos de espaco amostral e evento. O primeiro é o conjunto de todos os resultados
possiveis de um experimento casual e 0 segundo é um conjunto qualquer de resultados
do mesmo experimento (IEZZI et al, 1990).

Dessa forma, a probabilidade de acontecer um determinado evento é, portanto, o
namero de resultados do evento pelo nimero de possibilidades do espaco amostral.
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d)Distribui¢do Binomial

De acordo com Spiegel e Stephens (2009), se p é a probabilidade de acontecer o
“sucesso” de um evento em um experimento unico e q ¢ a probabilidade de “fracasso” de
ocorréncia também em um Unico experimento de forma que p + q = 1, entdo a
probabilidade de o evento ocorrer X vezes em n tentativas é dada pela relacéo:

p) = () p*a"™ (4)

A distribuicdo binomial é muito importante, por exemplo, no que diz respeito as
aproximacdes com as distribuicdes normal e de Poisson.

No primeiro caso, ocorre quando o produto entre 0 nimero de tentativas e o
namero de fracassos ou sucessos € maior ou igual a 5 e se torna melhor quando o nimero
de tentativas é igual ou superior a trinta (COSTA, 2005). Entretanto, como menciona
Costa (2005) cabe sempre ressaltar que a distribuicdo normal € sempre aproximada e que
a binomial, por sua vez, é exata.

Na segunda situacao, acontece quando o nimero de tentativas é muito grande e a
probabilidade de fracasso ou sucesso estdo perto de zero ou um de forma que se a
probabilidade de sucesso esta perto de zero, a probabilidade de fracasso esta perto de um
e vice-versa.

e) Distribuicéo trinomial

De forma analoga & distribuicdo binomial, é possivel definir a distribui¢do
trinomial. Imagine que seja p, g e r as probabilidades de ocorrem um certo inverto de
forma que a soma p + q + r seja igual a 1. Além disso, os nimeros de ocorréncias desses
eventos sao respectivamente iguais a X, y e z de forma que x + y + z = N. Entdo, a
probabilidade de ocorrerem é de:

|

N!
xlylz! P (5)

Prob(x,y,z) =

f) Probabilidade de vitoria, empate ou derrota no campeonato brasileiro do time
anfitrido

As probabilidades apresentadas na tabela 1 foram desenvolvidas a partir de
informacdes coletadas na internet sobre os campeonatos brasileiros da primeira divisao
em cada ano no tocante ao numero total de vitdrias, empate e derrotas dos times anfitrides.

O célculo foi realizado observando a quantidade de empates, vitorias e derrotas
do time “da casa” ao longo de todo o campeonato e dividindo-se pelo nimero de partidas
totais (380).
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A escolha do periodo entre 2006 e 2019 ocorreu porque a partir de 2006, o
campeonato foi disputado por vinte times e com trinta e oito rodadas com dez jogos em
cada uma delas. Em outras palavras, ha uma igual quantidade de partidas nesses anos.

Tabela 1. Probabilidade de vitoria, empate ou derrota do time mandante entre 2006 e 2019 no
campeonato brasileiro série A com dois algarismos significativos.

Ano Vitdria Empate Derrota
2006 0,50 0,25 0,25
2007 0,51 0,23 0,26
2008 0,55 0,25 0,20
2009 0,51 0,27 0,22
2010 0,47 0,31 0,22
2011 0,48 0,27 0,25
2012 0,48 0,27 0,25
2013 0,48 0,28 0,24
2014 0,52 0,24 0,24
2015 0,52 0,24 0,24
2016 0,53 0,24 0,23
2017 0,44 0,27 0,29
2018 0,53 0,29 0,18
2019 0,48 0,26 0,26
Média 0,50 0,26 0,24

As formulas para se calcular a probabilidade média de a equipe da casa de vencer,
empatar e perder ao final do campeonato, na perspectiva da distribuicdo binomial, séo
respectivamente exibidas nas equacdes 6, 7 e 8:

Prob(V) = (3§0) (0,50)* (0,50)380 (6)
Prob(E) = (320) (0,26)* (0,74)380% (7)

Prob(D) = (320) (0,24)* (0,76)380% (8)

onde x ¢ o numero de “sucessos” esperados.

Por outro lado, no viés de uma distribuicdo trinomial, a probabilidade média de
ocorrer exatamente x vitorias, y empates e z derrotas da equipe mandante € mostrada na
equacéo 9:

380!
Prob(x,y,z) = izl (0,50)%(0,26)¥(0,24)* (9)
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Materiais e Métodos

O minicurso Distribuicdo Binomial e Trinomial para prever o resultado do
campeonato brasileiro ocorreu no dia 6 de setembro de 2021 com inicialmente nove
estudantes do curso de Engenharia de uma instituicdo publica de ensino superior entre
18h e 21h de forma remota via Google Meet em virtude da pandemia de COVID-19.

Durante a interagcdo, houve nos quinze minutos iniciais uma apresentacdo das
probabilidades calculadas pelo docente em uma planilha do Microsoft Excel referentes a
vitdria, ao empate ou a derrota no campeonato brasileiro da primeira divisdo entre 0s anos
de 2006 e 2019 calculadas a partir do numero total de vitdrias, empates e derrotas do time
mandante dividido pelo nimero total de partidas (380) no campeonato de cada ano.

Ainda no primeiro quarto de hora, o aluno H perguntou se o time mandante era o
que estava jogando em casa e 0 docente respondeu que sim. Em seguida, o professor
mostrou que a maior probabilidade era de vitdria do time anfitrido e o aluno F, por sua
vez, afirmou que até hoje os mandantes normalmente vencem devido ao peso do fator
torcida.

Em seguida, foi compartilhado um teste na tela do Google Meet composto de
cinco questbes abertas referentes a problemas de analise combinatéria e probabilidade
(pré-teste) com um tempo de quarenta e cinco minutos para ser resolvido a fim de se
identificar os conhecimentos prévios dos alunos sobre andlise combinatéria e
probabilidade e que dao suporte ao aprendizado de distribuicdo polinomial. N&o era
necessario chegar ao valor numérico da resposta, bastava a representacdo matematica
conveniente. Eis o pré-teste aplicado com as respostas consideradas corretas para cada
questao:

Teste de conhecimento de anélise combinatdria e de probabilidade (Pré-Teste)

De quantas maneiras podemos organizar em uma prateleira quatro livros distintos?
respostas consideradas corretas: 24; 4!; 4.3.2.1

Quantas comissdes distintas de 2 professores podemos formar com 5 professores?

respostas consideradas corretas: 10; Cs, = (g) ;’—3"

Lanca-se uma moeda néo viciada 5 vezes para cima e observa-se o resultado. Qual é a
probabilidade de obtermos 5 caras?

Respostas consideradas corretas: aproximadamente 0,031; !

2.2.2.2.2

A probabilidade de ocorréncia de chuva em uma cidade em um certo més de 30 dias é de
0,7. Qual é a probabilidade de ocorrerem exatamente 2 dias de chuva nesse més.
Considere gue apenas a situacdo de chover e ndo chover sdo as possiveis em um dia.

Respostas consideradas corretas: (320) (0,7)2(0,3)28; aproximadamente 4,88.10~13
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5. Em um campeonato disputado por 4 times de futebol em jogos de ida e volta ao longo de
muitos anos, sO é possivel trés resultados possiveis para os times mandantes: vitdria,
empate e derrota. Sabe-se que a probabilidade média de o mandante vencer € 0,5; de
empatar é 0,3 e de perder é 0,2. Qual é probabilidade média de ocorrerem 11 vitorias e
1 empate do mandante?

Respostas consideradas corretas:
0,00176.

12!

—-=(0,50)"(0,3)*(0,2)°;  aproximadamente

Ainda em relacdo ao pré-teste, justificam-se as questdes de um a cinco pelos fatos
a seguir: a questdo de nimero 1, por exemplo, buscava analisar se os discentes eram
capazes de aplicar o principio multiplicativo da analise combinatéria. Na questdo de
namero dois, desejava-se saber se 0s estudantes compreendiam o conceito de
combinacdo. A questdo de numero trés procurava descobrir se eles sabiam calcular
probabilidade. As questdes de nimero quatro e cinco visavam observar se os aprendizes
ja dispunham de conhecimento de célculo de probabilidade por meio de distribuicdo
binomial e trinomial respectivamente.

Apbs o pré-teste, o professor realizou uma explanacdo escrevendo textos e
equaces, com o auxilio do Microsoft Word, em uma hora e meia sobre os tdpicos fatorial,
combinacdo, distribuicdo binomial, distribuicdo trinomial com exemplos de cada topico
além de deduzir as equacdes de nimero 6, 7 e 8 (referentes a probabilidade média de
ocorréncia de vitoria, empate e derrota do time da casa em uma perspectiva binomial para
0 campeonato brasileiro) e a equacdo 9 (ligada ao viés trinomial de se saber exatamente
quantas vitdrias, empate e derrotas terdo o time anfitrido).

Ainda durante a explanacdo docente, o aluno | indagou se a probabilidade de
fracasso na distribuicdo binomial era a probabilidade de dar errado. O docente corrigiu
dizendo que era probabilidade de ndo se obter exatamente o0 que se deseja.

O aluno H, por sua vez, perguntou sobre por que razao se colocava na formula da
expansdo trinomial o fatorial no numerador e denominador e foi esclarecido que era
resultado de uma expansdo do termo geral. No final da explanacdo, novamente H indaga
sobre o fato de os termos que estdo no denominador da distribuigdo trinomial somados
sdo iguais ao valor de tentativas e o professor confirma o fato.

Por fim, totalizando as trés horas de interacdo, os discentes resolveram um teste
também compartilhado na tela do Google Meet com cinco questfes abertas em trinta
minutos acerca de distribuicdo binomial e trinomial (p6s-teste) para analisar o que foi
absorvido durante a interagdo. Novamente nao era necessario chegar a resposta numerica,
bastava indicar por uma expressdo matematica. Eis o pds-teste aplicado com as respostas
consideradas corretas:

Teste de conhecimentos sobre distribuigdo binomial e trinomial (Pds-Teste)

1. Imagine que a probabilidade de ocorrer uma trovoada em um dia qualquer de um més
com 30 dias seja 0,1. Qual é a probabilidade de ocorrerem apenas dois dias de trovoada
neste més?
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30

) ) (0,1)2(0,9)28 ou o valor numérico esta expressao

Resposta considerada correta: (

Um campeonato é disputado ha varios anos com 8 times em jogos de ida e volta. Sabe-
se que a probabilidade média de o mandante vencer € de 0,5; de empatar é 0,3 e de perder
€ 0,2. Qual ¢é a probabilidade média de ocorrerem exatamente 40 vitdrias, 10 empates e
6 derrotas do mandante?

Resposta considerada correta:
expressao

56!

Toome] (0,5)%9(0,3)1°(0,2)%0u o valor numérico desta

Dois ambientes sdo separados por uma parede movel. De um lado, ha 20 moléculas de
um gas. Em um certo momento, a parede é removida. Sabendo que a probabilidade de
uma molécula estar em uma das metades do ambiente novo e Unico é de 0,5; determine a
probabilidade de encontrarmos 5 moléculas de um lado e as demais no outro.

Resposta considerada correta: (250) (0,5)°(0,5)*>0u o0 valor numérico desta expressio

Imagine que a probabilidade de ocorrer uma rajada de vento em um dia qualquer de um
més com 31 dias seja 0,1. Qual € a probabilidade de ocorrerem no maximo dois dias de
rajada de vento neste més?

Resposta  considerada  correta: (301) (0,1)°(0,9)3* + (310) (0,1)1(0,9)3° +

+ (321) (0,1)2(0,9)%°0u o valor numérico desta expressao

Imagine que em um quadrangular de acesso a uma determinada série do campeonato
brasileiro, 4 clubes se enfrentem em jogos de ida e volta. A probabilidade de o mandante
vencer € de 0,6; de empatar é 0,3 e de perder é de 0,1. Determine a probabilidade de o
mandante vencer pelo menos 11 partidas.

—2_(0,6)'1(0,3)'(02)° +

Resposta considerada correta:
"'111,31. (0,6)11(0,3)°(0,2)* +121,—2fm(0,6)12(0,3)°(0,2)° ou o valor numérico desta
expressao.

12!

As questdes de um a trés abordavam o conceito direto e as questdes 4 e 5 serviam
para levar em conta interpretacdo de texto. As areas de conhecimento abordadas no pds-
teste versavam sobre ocorréncia de eventos meteoroldgicos, entropia de configuracéo e
esportes.

Resultados e Discussao

Analisando a tabela de numero 2, nota-se, no que diz respeito ao desempenho de
cada aprendiz no pré-teste que os alunos A, G, H e I ndo acertaram nenhuma questao; os
discentes B e C acertaram a resolucdo de apenas uma questdo e os estudantes D, E, F
tiveram dois acertos cada.

No tocante ao pds-teste, A, F e G ndo o responderam; E ndo acertou nenhuma das
cinco questdes; quatro alunos (B, C, D e H) responderam corretamente 3 questdes e
apenas um conseguiu acertas todas as questoes.
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Observa-se ainda que inicialmente um total nove discentes participaram do pré-
teste apenas seis realizaram o pds-teste. Dos seis estudantes que fizeram o pos-teste, a
maioria (cinco) acertou pelo menos 60% dos problemas propostos. Além disso, a média
de acertos no pré-teste por estudante foi de aproximadamente 0,89 (8 dividido por 9) ao
passo que a média de acertos no pos-teste foi de aproximadamente 2,83 (18 dividido por
6).

Tabela 2. Quantidade de Acertos por Discentes Antes e Apos a Explanacgdo aos Alunos.

Aluno Desempenho no Pré-Teste Desempenho no Pds-Teste
A nenhum acerto nao fez
B 1 acerto 3 acertos
C 1 acerto 3 acertos
D 2 acertos 3 acertos
E 2 acertos nenhum acerto
F 2 acertos nao fez
G nenhum acerto nao fez
H nenhum acerto 5 acertos
| nenhum acerto 3 acertos
TOTAL 8 acertos 17 acertos

Analisando a tabela 3, referente ao pré-teste, observa-se que quatro alunos
conseguiram acertar a primeira questdo que seria teoricamente a mais facil; trés
responderam corretamente a questdo de numero dois; apenas um acertou a questdo de
namero trés e nenhum dos discentes conseguiu resolver corretamente as questdes quatro
e cinco.

Pelo resultado obtido na tabela 3, 0 que se supde é a existéncia de conhecimento
prévio de quatro alunos do conceito de permutacdo, trés alunos detém o conhecimento de
combinacdo e que um aluno tem uma noc¢éo do célculo de probabilidade. Porém, observa-
se devido ao fato de nenhum deles acertado as questdes de nimero 4 e 5 que nenhum
deles provavelmente tinha conhecimento de distribuig&o binomial e trinomial.

Tabela 3. Quantidade de Acertos por Questdo no Pré-Teste.
Numero da Questdo  Quantidade de Alunos que acertaram

1 4
2 3
3 1
4 0
5 0
Total 8

A tabela 4 apresenta, referente ao pds-teste, mostra que cinco alunos acertaram as
questdes de numeros um, dois e trés; apenas um estudante acertou a questdo de numero
quatro e apenas um acertou a questao cinco.
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O resultado expresso na tabela citada no paragrafo anterior sugere que os discentes
tiveram mais facilidade no calculo de probabilidade quando na questdo ndo estava
explicita a locugcdo no maximo ou pelo menos como no caso das questdes quatro e cinco
respectivamente, ou seja, pode ter sido ndo apenas uma dificuldade na interpretacdo
matematica, mas um problema de interpretacao de texto.

Tabela 4. Quantidade de Acertos por Questdes Apds a Explanacdo aos Alunos.
NUmero da Questdo  Quantidade de Alunos que acertaram

1 5
2 5
3 5
4 1
5 1
Total 17

Considerac0es Finais

Neste artigo, foi possivel ver a dinamica com os aprendizes de Ensino Superior
no ensino de distribuicdo binomial e trinomial objetivando o aprendizado desses
conceitos tendo como motivacdo dados estatisticos oriundos do campeonato brasileiro de
futebol da primeira divisao.

As formulages para o calculo do resultado final do campeonato brasileiro sejam
na perspectiva de distribuicdo binomial ou trinomial apresentadas nas equacfes de 6 a 9
neste trabalho devem ser vistas como algo mutével ao longo do tempo, pois podem surgir
novas variaveis no futebol que levem a mudancas nas atitudes dos jogadores duelos ao
longo dos anos.

A apresentacdo inicial dos dados coletados do historico do campeonato brasileiro
procurou estimular a curiosidade dos aprendizes e o questionario do pés-teste buscou
inserir 0 aluno em éreas distintas do conhecimento e representou situacfes que tinham
um contexto de problemas reais. Dessa forma, aparecem aqui dois aspectos pertinentes
a0 ensino com pesquisa.

A amostra inicial de apenas nove alunos pode ser justificada no cenario de
pandemia de COVID-19. Assim, o discente ndo tem muita motivacdo para fazer
atividades fora de seu horario habitual de aulas. Possivelmente, se 0 mesmo evento fosse
marcado no horério de aula, conseguir-se-ia uma amostra de tamanho maior.

Para futuros trabalhos, sugere-se que se facam trabalhos de célculo de
probabilidade de vitoria, empate e derrota de times anfitrides ao término do campeonato
também em outras disputas, tais como Brasileiro série B, Copa do Brasil, Estaduais,
Libertadores da América.
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